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Sia x > 0. Se ex := lim
n→∞
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1 +
x
n
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n=0
xn
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= ex
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1 +
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=
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k=0
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)(
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Analizziamo il termine di indice k della somma a secondo membro di
(a) (
n
k
)(
x
n
)k
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)
k!
(
x
n
)k
=
xk
k!
(
1− 1
n
)(
1− 2
n
)
. . .
(
1− k − 1
n
)
≤ x
k
k!
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Dunque abbiamo che(
1 +
x
n
)n
≤ 1 + x + x
2
2!
+ · · ·+ x
n
n!
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quindi
lim
n→∞
(
1 +
x
n
)n
≤ lim
n→∞ sn+1
4/17 Pi?
22333ML232
quindi
lim
n→∞
(
1 +
x
n
)n
≤ lim
n→∞ sn+1
Abbiamo cos`ı provato che
ex ≤
∞∑
n=0
xn
n!
(b)
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Per terminare la dimostrazione dobbiamo far vedere la disuguaglianza
opposta a (b).
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Tenendo fisso m e passando al limite per n→∞ abbiamo
lim
n→∞
(
1 +
x
n
)n
≥ 1 + x + x
2
2!
+ · · ·+ x
m
m!
6/17 Pi?
22333ML232
Tenendo fisso m e passando al limite per n→∞ abbiamo
lim
n→∞
(
1 +
x
n
)n
≥ 1 + x + x
2
2!
+ · · ·+ x
m
m!
o cio` che e` lo stesso
ex ≥ sm+1
6/17 Pi?
22333ML232
Tenendo fisso m e passando al limite per n→∞ abbiamo
lim
n→∞
(
1 +
x
n
)n
≥ 1 + x + x
2
2!
+ · · ·+ x
m
m!
o cio` che e` lo stesso
ex ≥ sm+1
Ma ora mandiamo m→∞ in modo che,
ex ≥
∞∑
n=0
xn
n!
(c)
6/17 Pi?
22333ML232
Tenendo fisso m e passando al limite per n→∞ abbiamo
lim
n→∞
(
1 +
x
n
)n
≥ 1 + x + x
2
2!
+ · · ·+ x
m
m!
o cio` che e` lo stesso
ex ≥ sm+1
Ma ora mandiamo m→∞ in modo che,
ex ≥
∞∑
n=0
xn
n!
(c)
La tesi segue confrontando le disuguaglianze (b) e (c)
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Corollario
e =
∞∑
n=0
1
n!
(e)
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Corollario
e =
∞∑
n=0
1
n!
(e)
Dalla (e) segue l’importante Teorema di Eulero
Teorema
Il numero e e` irrazionale
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Dimostrazione
Indichiamo con (sn) la ridotta di ordine n della serie (e):
sn =
n−1∑
k=0
1
k!
e calcoliamo la differenza e− sn
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e− sn =
∞∑
k=n
1
k!
=
1
n!
+
1
(n + 1)!
+
1
(n + 2)!
+ · · ·+
9/17 Pi?
22333ML232
e− sn =
∞∑
k=n
1
k!
=
1
n!
+
1
(n + 1)!
+
1
(n + 2)!
+ · · ·+
=
1
n!
[
1 +
1
(n + 1)
+
1
(n + 1)(n + 2)
+ · · ·
]
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e− sn =
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k=n
1
k!
=
1
n!
+
1
(n + 1)!
+
1
(n + 2)!
+ · · ·+
=
1
n!
[
1 +
1
(n + 1)
+
1
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1
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L’ultima espressione fra parentesi quadre e` una serie geometrica di
primo termine 1 e ragione
1
n
dunque sommando tale serie si ottiene
la maggiorazione, valida per ogni n ≥ 2
e− sn < 1
n!
× n
n− 1 =
1
(n− 1)! ×
1
n− 1 (d)
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Supponiamo per assurdo che e sia razionale e che quindi sia esprimibile
mediante la frazione
e =
m
n
in cui m ed n sono interi positivi. Dalla relazione (d) si trova
0 < e− sn+1 < 1
n!
× 1
n
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Supponiamo per assurdo che e sia razionale e che quindi sia esprimibile
mediante la frazione
e =
m
n
in cui m ed n sono interi positivi. Dalla relazione (d) si trova
0 < e− sn+1 < 1
n!
× 1
n
moltiplicando per quest’ultima per n! otteniamo:
0 < n!(e− sn+1) < 1
n
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ma se come abbia supposto e fosse razionale si avrebbe che
0 < n!
[
m
n
−
(
1 + 1 +
1
2!
+
1
3!
+ · · ·+ 1
n!
)]
<
1
n
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ma se come abbia supposto e fosse razionale si avrebbe che
0 < n!
[
m
n
−
(
1 + 1 +
1
2!
+
1
3!
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n!
)]
<
1
n
contraddizione!!
n!
[
m
n
−
(
1 + 1 +
1
2!
+
1
3!
+ · · ·+ 1
n!
)]
e` un intero!!
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Ci resta da verificare che la serie
∞∑
n=0
xn
n!
definisce la funzione esponenziale anche per x < 0
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Lemma
Per ogni x ∈ R vale
∞∑
n=0
xn
n!
×
∞∑
n=0
(−x)n
n!
= 1
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Per ogni x ∈ R vale
∞∑
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Dimostrazione Calcoliamo la serie prodotto
∞∑
n=0
xn
n!
×
∞∑
n=0
(−x)n
n!
=
∞∑
n=0
cn
il cui termine generale e` definito da
cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 =
n∑
k=0
akbn−k
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pertanto se n ≥ 1
cn =
n∑
k=0
xk
k!
× (−x)
n−k
(n− k)!
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Mentre per n = 0 e` c0 = 1× 1 = 1 il che prova quanto asserito
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Concludiamo con l’estensione della funzione esponenziale ai reali ne-
gativi.
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Definizione della funzione esponenziale Per ogni x ∈ R si ha
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Definizione della funzione esponenziale Per ogni x ∈ R si ha
ex =
∞∑
n=0
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Teorema
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Ci serviremo ancora del prodotto di due serie. Si ha
ex × ey =
∞∑
n=0
xn
n!
×
∞∑
n=0
yn
n!
=
∞∑
n=0
cn
dove, se n = 0 si ha c0 = 1× 1 = 1 e se n ≥ 1 si ha
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